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摘 要 

汽車二維平面碰撞車速推估的計算方法有動量法和能量法。動量法有點質量

模型，一般模型，本文並提出並建立一種不必用恢復係數的簡易模型；而能量法

則採用車損能量推估車速。本文將探討上述各種模型的使用時機，並對動量法的

車速推估公式作詳細推導。而對能量法我們提出了用餘弦定律反推撞前車速之方

法。最後我們比較了動量法與能量法的優缺點。本文可作為交通事故鑑定人員碰

撞車速推估及責任認定之參考。 

關鍵詞：汽車二維碰撞、動量法、能量法、簡易模型、點質量模型 

壹、前言 

隨著生活水準的提高，汽車的數目急速增加，發生汽車碰撞的交通事故也隨

之增多。汽車的碰撞若不發生翻滾現象，皆可視為二維碰撞，如常見的偏心直線

碰撞、斜碰撞、垂直碰撞等就屬二維碰撞，而一維碰撞可視為二維碰撞之特例。

在交通事故鑑定中，車速是判斷責任歸屬的一個重要依據。因此，如何較正確地

估算碰撞車速，讓肇事者心服便成為重要的課題。在交通事故重建中對車速推估

通常採用動量法或能量法。動量法應用車輛碰撞前後動量守恆、恢復係數及衝量

比等參數，再配合肇事現場留下的跡證，如煞車痕長度，散落物等便可求出碰撞

前後車速。能量法則採用車輛碰撞後的車損變形量，輔以車輛的勁度係數，算出

車體碰撞的車損能量，求出碰撞過程的速度變化。對車速的推估可應用經驗法及

依能量法和動量法開發的商業軟體如CRASH3、PC-CRASH、IMPAC、SMAC [1-4]等。

用商業軟體雖然計算較精準，然而這些軟體需要有相關專業背景或受過訓練的人

才會使用，並且價格昂貴，非一般鑑定單位買得起的；用經驗法推估車速則可能
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產生較大的誤差。有鑒於此，本研究應用動力學的動量法和能量法進行汽車二維

碰撞的車速推估，並用Excel編寫成程式，具有使用簡單，又有一定的精確度之優

點。  

雖然文獻中已有許多二維碰撞模型探討[5-12]，但其推導過程相當簡略，一般

人不易了解如何導出公式，且其使用時機未說明很詳細。本文對汽車二維碰撞動

量法模型已有的點質量模型及一般碰撞模型的車速推估公式作詳細推導，並提出

簡易模型及說明車速推估正推法和反推法的大治進行步驟。此外我們也介紹能量

法作車速推估的使用步驟。而一般能量法只計算出碰撞期間的速度變化 ，本文

則提出利用餘弦定律反推碰撞前車速的方法。最後我們說比較了動量法與能量法

的優缺點。 

VΔ

貳、汽車二維碰撞的動量法模型 

當兩部車碰撞時，其速度方向與兩車重心連線不在同一直線時（也就是非對

心碰撞時），汽車碰撞時有可能產生迴轉或側滑的平面運動，這種碰撞稱為汽車

二維碰撞。汽車二維碰撞，描述車的位置可用兩個直角座標及一個轉角來描述，

因此每部車具有3個自由度。通常有採用沿水平和垂直方向的 xy座標系或沿切線和

法線的 t - 座標系來描述汽車二維碰撞。汔車二維碰撞依兩車行進方向，大致可分

為偏心正面碰撞、垂直碰撞、斜碰撞等。汽車二維碰撞的研究方法有動量法和能

量法。動量法[5-12]應用動量守恆定律配合恢復係數及衝量比等定義推導出碰撞過

程的速度變化；能量法[12-17]則量測碰撞後的變形深度，再應用車輛的剛度係數求

出車損能量，進而求出碰撞的速度變化。本節將探討動量法的簡易模型、點質量

模型及一般模型。 

n

2.1 基本假設 

汽車二維碰撞二維碰撞動量法的基本假設有： 
(1)碰撞期間一些外力如重力、輪胎力等和碰撞力相比小很多可忽略不計，因此在

碰撞過程中動量守恆。 
(2)碰撞前後車輛的質量、重心、質量慣性矩保持不變。 
(3)碰撞的合衝量作用在碰撞中心。 

2.2 簡易模型 

簡易模型的基本假設除滿足前述的基本假設外，還忽略了汽車變形，因此汽

車簡化為剛體，再加上不計較轉動效應，汽車進一步簡化為質點，最後忽略了切

線方向的摩擦，讓分析簡化，適合於作碰撞的初步分析。 
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圖 1 汽車二維碰撞簡易模型示意圖 
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圖 2 汽車二維碰撞簡易模型 

 
圖 1 所示為兩車碰撞的示意圖，不計車輛的變形、旋轉運動及切線方向的摩

擦，1 車及 2 車可視為質點 1 和 2，如圖 2 所示。根據動量守恆定律，碰撞前後動

量守恆，即 

1 10 2 20 1 1 2 2m m m m+ = +v v v v

式中 和 為 1、2 車的質量； 和 為 1、2 車碰撞前速度； 和 為 1、

2 車碰 車 。 向  

    (1) 

1m 2m 10v 20v 1v 2v

撞後 速 將上式投影到 x, y 方向，可得兩個純量方程。在 x 方 為

      m v m v1 10 1 2 20 2 1 1 1 2 2 2cos cos cos cosm v m vθ θ φ φ+ = +     (2) 

而在 y 方向為 

      1 10 1 2 20 2 1 1 1 2 2 2sin sin sin sinm v m v m v m vθ θ φ φ+ = +         (3)  

式中 1θ 和 2θ 為 1、2 車碰撞前與正 x 軸的夾角稱為接近角( )；而approach angle 1φ

和 2φ 為 1 車碰撞後正、2 x 軸的夾角稱為離去角(departure angle) 兩式中，

我們假設碰撞前兩車的行駛方向是已知的，即

。在(2)、(3)

1θ 和 2θ 是確定的。另一個假設是碰
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撞後的車速 1v 和 2v 可由 1 2 車煞車滑動距離 1d 和 2d 計算，即 

      

、

1 12v ugd=    ,  2 22v ugd=                                 (4) 

由方程(2)、(3)、(4)式，可解得碰撞前車速 10 、 20 如下： v

1 os
n

m
m

v

1

1

1cos cosm v10 1 1 2 2 2 2 2

2 2

cos c
sin sin si sin

v m m
v m m m v

θ θ φ φ

20 1 1 2 2 1 2θ θ φ

 

φ
          (5) 

此模型除了簡單外，還有不需使用恢復係數之優點。但此模型未考慮到切線

方向的摩擦，故只適於作車速的初步推估。

2. 3 點質量模型
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圖 3 汽車二維碰撞點質量模型示意圖 
點質量模型(point mass model)[5]忽略兩部汽車碰撞後的旋轉運動，點質量模型與

簡易模型相比多考慮了碰撞切線方向的摩擦，為此需用到切線與法線座標、恢復

係數、衝量比，如圖 3 所示。其模型如圖 4 所示。 
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圖 4 點質量模型 

設 1、2 車碰撞前車速 和 在法線方向的分量分別為 、 ；在切線方向
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的分量分別為 、 。1、2 車碰撞後車速 和 在法線方向的分量分別為 ；

在切線方向的分量分別為 、 1、2 車法線與、切線方

式中 為碰撞處的法向衝量， 為切向衝量。由恢復係數的定義得 

10
tv

+ = m

− =n
n

− =t

20
tv

1 1
t tv

2 2v

2 2
t tv

1

                                         

v v2

。應用衝量與動量原理於

1
nv

(7)

、 2
nv

 

1
tv 2

tv

向，得 

    1 10 1 1+ =n n
nm v P m v                                         (6) 

    m v1 10 tP

2 20 P m nm v     (8) 

    m v     (9) 2 20 P m

nP tP

     1 2
n n

n n

v v
v v

−
−

e = −                                 (10) 
10 20

定義衝量比(impulse ratio)η： 
t

n

p
p

η =                               

由 (6)、  

方程(12) 代入方程(10)  

(11

(12) 

(13) 

) 

(8)

n

/

、(13)

式可得

1

m    

1 10 /= +n nv v P m    

2 20 2nv P= −n nv

整理後，可得法向衝量

20v 10(1 )= + −n n
nP m v

其中 

    

)(e    (14) 

 1 2m mm =    
1 2m m+

式代入

(15) 

將(14) (13) )式可解得正推法所用之碰撞後速度計算式如下： (12)、 、(7)、(9

1 10 1(1 )n nm v m+nv v= 20 -n v 0 /)(e+ 1    (16) 

20 -n
10 ) /n

1 10 1( (v m v v mη= +    1 )t tv e+ (17) 

2 20 20 10 2(1 )( - ) /n n n nv v m e v v m= − +    (18) 

2 20 20 -nv 10 ) /n

同理，可用反推法解得的碰撞前速度計算式如下：
2   (19) (1 (t tv v m e v mη= −  

 
)+
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10 1 2 1
1

(1 ) (+
= + −n n n ne mv v v v

m e
)   (20) 

10 1 2 1( )
1

(1 )η+t t n ne m (21) = + −v v v v
m e

  

20 2 2 1
2

(1 ) ( )+
= − −n n n ne mv v v v

m e
  (22)  

20 2 2 1
2

(1 ) ( )η+
= − −n n n ne mv v v v

m e
  (23) 

在選擇η之值時須小於臨界衝量比 0η [5]才不會違反能量定理。臨界衝量比的值

與相對速度大小有關，其值為 

    
10

rη =
+e

  (24) 

其中 

20 10

20 1

t tv - v

0
n nr =

v - v
  (25) 

 

2.4 一般模型 

汽車二維碰撞的一般模型[9]，如圖 5 所示。如果兩車碰撞時接觸面積很 此

時可應用碰撞中心的概念，將作用於碰撞面的碰撞分佈力之合力等效作用在碰撞

心上的。在整個碰撞過程中，汽車之間接觸面的碰撞力對碰撞時間的積分等效

量，此等效衝量的作用點稱為碰撞中心( impact center )[9]。碰撞中心在

點

大，

中

於一個等效衝

O ，以O點為座標原點；沿著碰撞面的法線及切線作法線座標 n及切線座標 t，

並將 1、2 兩車的車速 1v 、 2v 沿 t n− 軸分解成 1
tv 、 1

nv 及 2
tv 、 2

nv 。1、2 兩車的重心

,A BG G

nP 、P

座標分別為 。畫出 1 圖 6 所示 其1 1( ,a b )及 2 2( ,a b

為碰撞產生之合衝量在法線及切線之分量。

) 、2 兩車的衝量圖，如 ，

中 t  
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                    圖 5 汽車二維碰撞之座標系 
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圖 6  1 車與 2 車的衝量圖 

1 車在碰撞法線及切線方向的分量為 

   10 10 1cosθ=tv v    (26) 

   10 10 1sinθ=nv v   (27) 

2 車在法線及切線方向之分量為 

   20 20 2cosθ=tv v   (28) 

   20 20 2sinθ=nv v                                                   (29) 

其中 1θ 和 2θ 為 1、2 車的速度與 t軸正方向的夾角，設切線方向的衝量為 ，

法線方向的衝量 ，並設 1、2 車繞 z 軸的橫擺運動(yaw motion)的質心慣性矩(轉動

慣量)分別為 及 ，其中 和 分別為 1 車和 2 車的迴轉半徑

tP

nP

J m 2
1k1= 1 2

2
2 2=J m k 1k 2k

C-107 



( )，則應用衝量與動量原理於法線、切線及 z 軸方向，對 1 車可

得 

radiuas of  gyration

1 10 1 1+ =n
nm v P m v

1 10 1 1+ =t
tm v P m v

2
1 1 10 1

                                                 (30) n

t

2

                                                 (31) 

 1 1 1 1ω=n tPb m kω − +m k P a

2 20 2
n

nm v P m v− =

2 20 2 2
t

tm v P m v− =

2 2 20m k P a

                                      (32) 
對 2 車可得 

                                                (33) 2
n

t                                                 (34) 

 
2 2

2 2 2 2 2n tPb m kω ω+ − =                                    

 (35) 

1、2 車碰撞中心在碰撞開始(時刻 )和碰撞結束(時刻 )法線方向的接近速度

分別為 

0t 1t

0 20 2( ) 20 10 1 10ω= −n n
apv t v a

1 2 2( )

ω− +nv a    (36) 

2 1 1 1ω− +nv aω= −n n
apv t v a

1( ) ( )n n
ap apv t ev t= −

                                       (37) 

碰撞開始(時刻 )與碰撞結束(時刻 )，法向接近速度 之關係為 0t 1t apv

0                                                 (38) 

其中 e為恢復係數。令切線方向與法線方向的衝量比η與方程(11)相同： 
利用(30)至(35)式及方程(11)，可得 1 車碰撞結束時的速度和角速度： 

1 10 1/= +n n
nv v P m

1 10 /η= + &
t t

nv v P m

                                               (39) 

1                                                 (40) 

1
1 10 2

1 1

1ηω ω −
= −

a
m k

2 20 2/n n
nv v P m= −

2 20 /t t
nv v P mη= −

n
b P

2

                                             (41) 

及 2 車碰撞結束時的速度和角速度： 

                                                 (42) 

                             (43) 

C-108 



2 2
2 20 2

2 2

ηω ω −
= + n

a b P
m k

                     (44) 

將(36)、(41)、(42)、(44)式代入(38)式，整理後得 
2 2
1 2 1 1 2 2

0 02 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1( )- [( )- ( )] ( )n
ap n ap

a a a b a bv t P ev t
m m m k m k m k m k

+ + + + = −η        (45) 

令 
2 2
1 2

2 2
1 2 1 1 2

1 1
= + + +

a aq
m m m k m k2

                                       (46) 

  1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

a b a bz
m k m k

= +         

將(45)、(46)式代

                                        (48) 

即法向碰撞衝量 

   

                                      (47) 

入(44)式，得 

0 0ap n ap( ) ( ) ( )nv t P q z ev tη− − = −

0( )
z zn ap t

q q 20 2 20 10 1 10
1 1 ( )n ne eP v v a v aω ω+ +

− − +                  (49) 

將(48)式代入(30)至(35)式，可得 1、2 車碰撞結束 當忽略旋

轉效應，方程(46) (15)

η η
= =

− −

時的速度和角速度。

簡化為方程 ，而 0z = ，於是方程 與方程 相同，即一般

一般事故重建步驟車速推估的進行方式可分正推法和反推法。正推法的步驟

大致如下： 

(49) (14)

模型簡化為點質量模型。 

(1) 根
的車面決定碰撞面方向、碰撞中心之位置，由此可決定質心至碰撞中

(4) 能知道的速度量及汽車速度方向，例碰撞前車的角加速度常是零。 

據跡証，決定碰撞點、碰撞方向、碰撞位置、煞車距離。 
(2) 従碰撞車

心。 
(3) 輸入兩車的質量、尺寸及有關數據。 

決定可

(5) 決定恢復係數 e 及衝量比η。 
(6) 利用已知的數據作碰撞分析。 
(7) 改變初始速度直到碰撞後的資訊與實際接近相等。 

相同，接著便是利用已知煞車痕跡計算出碰撞

用

，這影響到碰撞點的座標及切線和法線座標軸 t-n

反推法的步驟前三項與正推法

後車速在反推出碰撞前車速。 
反推法來推估碰撞前車速，可能與實際車速有誤差的原因有下面： 

(1) 碰撞的位置及方向是選定的

軸的方向。 
(2) 恢復係數 e 與衝量比η的選取與實際情況相比會有誤差存在。 
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(3) 路面摩擦係數的選取會影響到碰撞後的速度及角速度之值的準確度。 
(20)至(23)可知

二維碰撞能量法模型 

能量法[12-17]是用汽車碰撞後的變形深度來計算碰撞車損能量，進而計算出碰

撞過程的速度變化

(4) 汽車碰撞時兩車恢復係數 e通常很小，甚至等於零，此時由公式

反推法會產生很大的誤差。 

參、汽車

VΔ 。能量法基本假設如下： 

(1)車損能量等於碰撞能量損失。

離前便停止。 
 

ity condition)除了低速碰撞及擦

立的。對汽車二維碰撞能量法的車速推估公式，基

 
(2)碰撞為完全塑性碰撞。 
(3)碰撞車在切線方向的滑動在車分

(4)其它非碰撞力忽略不計。

 假設(2)和(3)稱為共同車速情況(common-veloc
撞外，ㄧ般共同車速情況是成

本上與汽車一維碰撞能量法類似，只是多了迴轉效應。為計及迴轉效應一般需決

定所謂的主碰撞力方向(Principle Direction of Force)PDOF，它一般是根據車體的變

形及經驗或碰撞後車的停止位置而判斷的。在使用能量法需用到碰撞車的勁度係

數（剛度係數）這些資料需由實驗求得，但因車輛種類繁多，不可能獲得各種車

型的勁度係數，因此，一般都採用美國國家高速公路安全管理局（NHTSA）的測

試資料[12]。我們將能量法的使用步驟大致說明如下： 

(1)計算車損變形時通常採用六點量測法，量測碰撞斷面 6 個點的變形深度 c 、

c ~ c ，計算出平均變形深度C ： 
1

2 6 av

1 2 3 4 5 62 2 2 2c c c c c cC + + + + +
=  (50)

四點量測法，則 
10av  

若採用

 1 2 32 2
6av

c c c cC + + +
= 4  (51) 

1c
2c
3c
4c w

5c
6c

1c 2c 3c 4c 5c 6c
L

 
圖 7 車損變形深度的量測 
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(2)輸入 1、2 車的勁度係數，計算車損能量 

 1)  (52) 

 2)  (53) 

式中 和 為 1、2 車的車損能量； 和 為 1、2 車的平均車損變形深度；

和 1 車變形寬度； 、

2 2
1 1 1 1 1 1 1( 2 2av avE AC B C / A / B w= + + ×

2 2
2 2 2 2 2 2 2( 2 2av avE A C B C / A / B w= + + ×

1E

2 為
2E

、2
1avC 2avC 1w

w 1A 1B 、 2A 、 2B 為 1、2 車的勁度係數。若考慮

與車速方向的不一致，為計及切線方向的車損能量，此時方程(52)、 53)需乘以修

PDOF
(

正係數 2(1 n )ta β+ [11]，β 為 PDOF 與車速方向的夾角。 

為了計及轉動效應，根據變形及經驗決定主碰撞力方向(PDOF)，如圖 8 所示。

測 1、2 車重心至主碰撞力方向的垂直

數 

  

(3)計算轉動效應之參數 

量 距離 1h 和 2h ，得到兩個計及轉動效應的參

 
2

1
1 2 2

1 1

k
k h

γ =
+

 (54) 

   
2
2

2 2 2
2 2k h

γ =
+

 (55) k

PDOF

2h

2G
1h

1G

2車

1車

 
方  

(4)  
根據車損能量可得碰撞前後 1、2 車的速度變化

圖 8 主碰撞力 向

計算速度變化

 1VΔ 和 2VΔ [12、14]。 

1 2 2 1 2( )m E EV γ +
Δ =  (56) 1

1 1 1 2 2

2
( )m m m

γ
γ γ+

       

1 2 1 1 2( )m E EV γ +
Δ =  (57)        2

2 1 1 2 2

2
( )m m m

γ
γ γ+

 ㄧ般能量法的車速推估只計算到方程(56)、(57)所示之車速變化。以下為本文

提出之反推碰撞前車速之算法。 

(5)計算碰撞前車速 
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VΔ 根據衝量與動量原理，PDOF 方向與 同向，定義 PDOF∠ 的方向為 之方

向與車頭前進方向之夾角如圖 9 所示。圖

VΔ
中 1θ 為 1 車碰撞前與水平線的夾角， 1φ 為

1 車碰撞後停止位置與水平線的夾角。1 車碰撞結束之車速 和

距離決定。參考圖 9，由餘弦定律可求得碰撞前 1 車速

、2 1v

10v ： 
2v 由碰撞後滑行

1v

10v1θ

1VΔ

PDOF∠
∠PDOF

1φ

 

 圖 9 計算碰撞前車速

2 2
10 1 1 1 1 1 1( ) - 2 cos (180 - - - PDOF)v v V v V θ φ= + Δ Δ ° ∠  (58) 

同理可求出 2 車碰撞前車速。 

本節討論動量法和能量法的優缺點。 

 

 
(1)
推估車速，因此對低速碰撞及擦撞也可進行車速推估。 

  (3)應用簡易模型時，不需恢復係數。 

  (1)恢復係數及衝量比(或稱切向恢復係數)之值不易確定，會影響車速推估正

(2)假設碰撞過程中，質心位置不變也會影響計算結果。 
(3)碰撞點不易確定，會影響碰撞後車速之計算準確度。 
(4)在台灣容易發生汽車碰撞後會繼續碰撞分隔島或水溝等，此時碰撞後的  
  車速不易由滑行距離決定。 

4.2 能量法 

優點： 
(1)若已知勁度係數，利用車損變形計算之值較正確。 
(2)根據變形來分析碰撞車速通常較具公信力。 

由汽車碰撞後的煞車痕跡及其它的物證算出，能 
  量法仍可決定碰撞過程的速度變化

肆、討論 

4.1 動量法

優點：

  不必決定主碰撞力方向，也不須符合能量法的共同車速情況，就可以用來

  (2)不必量測車損變形及用得車輛勁度係數，以計算車損能量。 

缺點： 

確性。 

(3)若碰撞後碰撞速度不易

VΔ 。 
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缺點： 
 (1)能量法主碰撞力的方向不易確定，而動量法則不必決定主碰撞方向。 

    碰撞並且切線方向的能量損失不能忽

因此在計算 時用修正係數來包含切線方向的能量損失。 
車輛的勁度係數不易正確獲得。 

了二維碰撞的模型及其使用步驟，並提

碰撞車速推估公式已用Excel編寫成計算程式，使用者可很方便的應用。我們也說

明車速 法與能量法的優缺

點。本

 (2)在許多情況下，碰撞並非完全塑性

VΔ略，

 (3)

伍、結論 

本研究用動量法對汽車二維碰撞的簡化模型、點質量模型和一般模型之車速

推估公式做了詳細推導，也用能量法說明

出用餘弦定律反推碰撞前車速的方法，並比較了各種模型的使用時機。這些汽車

推估正推法和反推法的大致步驟。最後我們比較了動量

文可作為鑑定人員或警察作肇事鑑定車速推估的參考。 
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